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On considére que le plan est muni d’un repére orthonormé

1. Equation cartésienne d’une droite

Propriétés:

1) Si az + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de D alors @ ( _ab ) est un vecteur directeur de D.

) . —b ) o
2) Réciproquement si 4 est un vecteur directeur de D alors il existe ¢ € R tel que az+by+c =0

est une équation cartésienne de D.

Démonstration:

1) Sia =0 alors b # 0, et D a pour équation by + ¢ =0 ..
Sia # 0 alors ...

2) ...

W Soient A(za;ya) et B(xp;yp) deux points distincts du plan.
Alors (yp — ya)x + (x4 — 25)y + Tpya — xayp = 0 est une équation cartésienne de la droite (AB).

Démonstration:
AB ?;B B Z;A ) est un vecteur directeur de la droite (AB).
B~ YA

Donc il existe ¢ € R tel que (yp —ya)r — (xg —xa)y + ¢ = 0.
Comme A(x4;y4) € (AB) les coordonnées de A vérifient:

(v —ya)ra — (5 —2a)ya +c=0

d'oll ¢ = Tpya — TaYa — YpTa + TaYa = TpYa — TaYB-

2. Projeté orthogonal d’un point sur une droite, distance d’un point a une droite

Soient D une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, M(xps;ypr) un point du plan et
P(xzp;yp) le projeté orthogonal de M sur D. Alors:

b2xyr — abyy — ac
Irp =

a? 4 b?
B a’yy — abxy — be
Yp = PO
_axyr + by + ¢

et distance(M; D) =
Va? + b?

Démonstration: (la plus rapide?)
a

JaZ L2
N ( (Z ) est un vecteur normal & D, donc 7 a b+ b est un vecteur normal a D de norme 1.

Ve
On cherche P(xp;yp) € D et A € R tels que MP = )\T.
I‘PZI‘M+>\ ¢

P -7 = v + ¥
Yyp Z?/MJr)\i\/m



P(zp;yp) €D = a xM+)\L +b(ym+ A
a® + b2

a’ + b? 0

VEID

= ary +byy +c+ A

= ary +byy +c+AVa2+0?2=0
b
— )\:_GIEM+ Yym + C
Va2 + b2
( B alaxy + byny + ¢)
N Lp=2IM — a? + b2
_ o blazy + by + ¢
| YP = Ym 212
( b xy — abyy — ac
i =
N F ) a? + b?
_a*yy — abxy — be
\ Yp = a? + b?

laxyr + byn + ¢
Vva? + b?
Autre démonstration: (plus simple mais nécessite davantage de travail?)

N) ( Z ) est un vecteur normal a D.

Comme 7 est de norme 1 alors distance(M; D) = || =

On cherche P(xp;yp) € D et A € R tels que MP = \N.
= + Aa
MP =7 ={ P Tt
{ yp = Yym + Ab
P(zp;yp) €D = alxy + Aa) + b(yar + Ab) +c¢ =0
= axy +byy +c+MNa® +b0*) =0

axy + byy + ¢
= A=
a? + b2
( B a(azy + byy + )
N TP =2Mm — a? + b2
_ o blazy + by + ¢
| VP = Yu T
( _ bVPxy — abyy — ac
N = a? +b?
_ a’yy — abxy — be
\ Yp = a? + b?

On calcule ensuite distance(M; D) = HWH ce qui semble laborieux.

Autre démonstration: (on n’introduit pas le coefficient de colinéarité \)

b '
o ( a ) est un vecteur directeur de D.

On cherche P(zp;yp) tel que P € D et MP@ =0
{ axp +byp +c=0
(wp —an) x (=b) + (yp —ym) x a =0
{ arp = —byp — ¢
(xp — 2p1) X (=b) X a+ (yp — ynr) X a*> =0
= (axp — axpy) X (=b) + (yp —yu) x a*> =0
= (~byp —c—awp) X (=b) + (yp —ym) X a* =0
= b*yp + bc + abxy; + a’yp — a’yy = 0
= yp(a® + b?) = a*yy — abxy — be
a’yy — abxy — be
a? + b?

= car a pourrait étre nul.

= Yyp =
b2xyr — abyy — ac

a’ + b?
On calcule ensuite distance(M;D) = ||MP|| ce qui semble laborieux.

De meéme on montre que zp =




3. Propriétés

Soit un triangle rectangle dont la longueur de I'’hypoténuse

vaut a et les longueurs des deux cotés de l'angle droit

valent b et c.
b+c—a

Alors le rayon du cercle inscrit vaut r = 5

Démonstration:
On choisit le repere donnant les coordonnées indiquées sur le dessin.
Une équation cartésienne de (BC') est (yp —yc)x+ (xc —xp)y + rYyc —xcyp = 0, soit —bx — cy +bc = 0.

b —crdbel b — (b
On a alors distance(M; (BC)) = | —br —cr + b _ |be — 7 ( +C)|.
Vb2 + 2 a

b
Supposons que b est la plus petite longueur, alors r < 3 donc bc —r(b+¢) > be —
bc —r(b+

be — b?
2

(b+c)= =0

Sl o

done [be — r(b+ ¢)| = be — r(b+ ¢) et finalement distance(M; (BC)) =

Pour que M(r;r) soit le centre du cercle inscrit il faut et il suffit que distance(M; (BC)) = r.
be —r(b+c)

distance(M; (BC)) =r & ————= =7
a
= bC-T(b—FC):ar
& rla+b+c)=be
be
< :a+b+c
be b+c—a
= = X
at+b+c bH+c—a
o be(b+ ¢ —a)
(bt+c+a)btc—a)
o pobebte—a)
(bt —a?

o o be(b+ ¢ —a)
T_b2+2bc+02—a2
be(b+c— a)

o =17
2bc

- T:b+c—a
2

Propriété:
Dans un triangle rectangle la somme des cotés de 'angle droit vaut la somme des diametres des cercles
inscrit et circonscrit.

Démonstration:
On utilise les notations de la figure ci-dessus et on appelle R le rayon du cercle circonscrit.
a
Dans un triangle rectangle le centre du cercle circonscrit est au milieu de ’hypoténuse, donc R = 3"
b+c—a

Don02r+2R:2xT+2xg:b+c—a+a:b+c.



