
Disque englobant un nuage de pointsAlain Brobe
ker, ave
 l'aide de Philippe Domergue, janvier 2008�Etant donn�e un nuage �ni de points du plan, 
omment trouver le 
entreet le rayon du disque ferm�e d'aire minimale englobant 
e nuage de points?
Image deNi
olas Carr�e

Un nouveau
entre?
Le probl�eme a une forte 
onnotation statistique, mais la question pourrait aussi se poseren traitement d'image pour re
her
her le 
ontour d'un �il ou d'une plan�ete.Dans R3 , on peut re
her
her de mani�ere similaire la boule ferm�ee de volume minimalenglobant un nuage �ni de points. Un exemple pratique vient alors des te
hniques desynth�ese d'images: Si une s
�ene virtuelle 
ontient 1000 arbres 
onstitu�es 
ha
un de 1000polygones, pour 
haque rayon entre l'�il et un point de l'�e
ran (pixel) il faudra tester1000�1000 interse
tions du rayon ave
 un polygone pour savoir lequel sera ren
ontr�e enpremier et don
 �a aÆ
her. Si on multiplie 
es tests par le million de pixels d'une image1280�1024, on obtient vite des nombres faramineux. Par 
ontre, si on englobe 
haquearbre dans une "sph�ere englobante", on peut tester au pr�ealable les interse
tions ave
 
es1000 sph�eres, puis tester plus �nement les interse
tions du rayon ave
 les polygones desarbres 
ontenus dans les sph�eres tou
h�ees.Notations:On supposera que R et R2 sont munis des distan
es usuelles. Soient N 2 N� et fPi 2R2 = i 2 [0;N ℄g un nuage �ni de points. On supposera que les points sont deux �a deuxdistin
ts, 
'est �a dire 8(i; j) 2 [0;N ℄2 ; Pi 6= Pj.Propri�et�e 1: Existen
e et uni
it�e du disque ferm�e d'aire minimale.Il existe un unique disque ferm�e englobant tous les points du nuage, et tel que pour toutdisque ferm�e de rayon stri
tement inf�erieur ou de 
entre di��erent, un des points du nuageest �a l'ext�erieur de 
et autre disque. Plus pr�e
is�ement:9!R 2 R+ ; 9!
 2 R2 ; 8i 2 [0;N ℄ ; dist(
;Pi) 6 Ret 8r 2 R+ ; 8! 2 R2 ; r < R) ( 9i 2 [0;N ℄ ; dist(!;Pi) > r ) .D�emonstration:� Existen
e et uni
it�e du rayon: Soit E = fr 2 R+ = 9
 2 R2 ; 8i 2 [0;N ℄ ; dist(
;Pi) 6rg. E 6= ; 
ar r0 = maxfdist(P0;Pi) = i 2 [0;N ℄g 2 E en prenant 
 = P0. E est unepartie non vide de R, minor�ee par 0, elle admet don
 une unique borne inf�erieure R.� Existen
e du 
entre en montrant que la borne inf�erieure est atteinte: On a 8r 2E ; r > R ainsi que 8" > 0 ; 9r 2 E ; r < R + ". On peut don
 
onstruire unesuite (rn)n2N � E de premier terme r0, stri
tement d�e
roissante et 
onvergeant vers R.1



La suite (
n)n2N � R2 qui lui est asso
i�ee est enti�erement 
ontenue dans le 
ompa
tboule(P0; r0) puisque 8n 2 N ; rn < r0 et P0 2 boule(
n; rn). D'apr�es le th�eor�eme deBolzano Weierstra� la suite (
n)n2N admet au moins une valeur d'adh�eren
e, on peutdon
 en extraire une sous suite (
'(n))n2N 
onvergeant vers 
 2 boule(P0; r0).Posons R0 = maxfdist(
;Pi) = i 2 [0;N ℄g 2 E qui existe 
ar le nuage de points est �ni.On a R 6 R0 sinon R ne serait pas la borne inf�erieure de E. De plus 8" > 0 ; 9n 2N ; r'(n) < R + "2 et dist(
; 
'(n)) < "2 , et 
omme d'apr�es l'in�egalit�e triangulaire on a8i 2 [0;N ℄ ; dist(
;Pi) 6 dist(
; 
'(n)) + dist(
'(n);Pi) alors R0 6 "2 + r'(n).On a don
 8" > 0 ; R 6 R0 < R + ", et �nalement R = R0 2 E.� Uni
it�e du 
entre: S'il existe deux disques distin
ts d'aires mini-males englobant le nuage de points, alors les fronti�eres de 
es deuxdisques se 
oupent en exa
tement deux points distin
ts A et Bqui v�eri�ent dist(A;B) < 2 � R. Par ailleurs le disque ferm�e dediam�etre [AB℄ in
lut l'interse
tion des deux disques, qui elle mêmein
lut le nuage de points. Cela 
ontredit le fait que R est le pluspetit rayon englobant, don
 le disque d'aire minimale est unique.
A
BRemarque:L'uni
it�e du 
entre n'est pas for
�ement vraie si l'on prend une autre distan
e de R2 .Propri�et�e 2:Le diam�etre d'un disque englobant un nuage de point est sup�erieur ou �egal �a la plusgrande distan
e que l'on peut trouver entre deux points du nuage. C'est en parti
uliervrai pour le disque d'aire minimale.D�emonstration:D'apr�es l'in�egalit�e triangulaire on a 8(i; j) 2 [0;N ℄2 ; dist(Pi;Pj) 6 dist(Pi; 
)+dist(
;Pj) 6R +R. Cette in�egalit�e est aussi vraie pour la plus grande distan
e.Remarque:Il faut noter que, même dans le 
as du disque d'aire minimale,il n'y a pas for
�ement �egalit�e: le diam�etre de 
e disque peutêtre sup�erieur �a la plus grande distan
e entre deux pointsdu nuage. Sur l'exemple 
i-
ontre, le segment [AB℄ est 
eluiayant la plus grande distan
e. Pourtant ni A, ni B ne sontsur la fronti�ere du disque d'aire minimale. 
C(0; 0)A(18; 15)D(24; 14)
E(24;�14)B(18;�15)Propri�et�e 3:Si un disque ferm�e d'aire minimale 
ontient un nuage �ni de points alors au moins deuxpoints du nuage sont sur la fronti�ere du disque.D�emonstration:Supposons qu'il n'y ait au
un point du nuage sur la fronti�ere du disque, alors 8i 2[0;N ℄ ; dist(
;Pi) < R. Si on pose R0 = maxfdist(
;Pi) = i 2 [0;N ℄g alors R0 < R etdisque(
;R0) 
ontient tous les points, 
e qui 
ontredit que R est minimal. Don
 il y a aumoins un point du nuage sur la fronti�ere du disque.Supposons maintenant qu'il n'y ait qu'un point Pa du nuage sur la fronti�ere du disque. Enprenant R0 = maxfdist(
;Pi) = i 2 [0;N ℄ ; i 6= ag on a R0 < R. Posons ! 2 [
Pa℄ ave
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dist(
;!) = R�R02 . On a alors dist(!;Pa) = R � R�R02 = R+R02 < R et d'apr�es l'in�egalit�etriangulaire 8i 2 [0;N ℄ ; i 6= a) ( dist(!;Pi) 6 dist(!; 
) + dist(
;Pi) 6 R�R02 + R0 =R+R02 < R ) . Don
 8i 2 [0;N ℄ ; dist(!;Pi) < R 
e qui 
ontredit le fait que R est minimal.Don
 il y a au moins deux points du nuage sur la fronti�ere du disque.Propri�et�e 4:Si un disque ferm�e d'aire minimale 
ontient un nuage �ni de points et si la fronti�ere de
e disque 
ontient exa
tement deux points distin
ts Pa et Pb, alors 
es deux points sontdiam�etralement oppos�es et dist(Pa;Pb) = maxfdist(Pi;Pj) = (i; j) 2 [0;N ℄2g = 2�R.D�emonstration:Soit R0 = maxfdist(
;Pi) = i 2 [0;N ℄ ; i 6= a ; i 6= bg < R. Si les points ne sont pasdiam�etralement oppos�es, on pose M = milieu[PaPb℄ et ! 2 [
M ℄ ave
 dist(
;!) = R�R02 .Alors, de même que dans la d�emonstration pr�e
�edente on aboutira �a une 
ontradi
tion.Don
 les points Pa et Pb sont diam�etralement oppos�es. On a dist(Pa;Pb) = 2 � R 6maxfdist(Pi;Pj) = (i; j) 2 [0;N ℄2g et 
e dernier terme est plus petit ou �egal �a 2 � Rd'apr�es la propri�et�e 2, d'o�u l'�egalit�e.Algorithme:On peut maintenant donner un algorithme permettant de trouver le rayon et le 
entre dudisque d'aire minimale englobant le nuage de points:� Cher
her deux points Pa et Pb de distan
e maximale dans le nuage. Si le disque dediam�etre [PaPb℄ 
ontient tous les autres points, alors d'apr�es la propri�et�e 2 et l'uni
it�e,
'est le disque d'aire minimale englobant le nuage.� Sinon on a N > 2 et au moins trois points du nuage sont sur la fronti�ere du disque(s'il n'y en avait que 2 on serait dans le 
as de la propri�et�e 4 qui aurait �et�e trait�e dansl'�etape pr�e
�edente). Alors pour tous les triplets de points non align�es (Pa;Pb;P
) du nu-age, 
�ad 8(a; b; 
) 2 [0;N � 2℄�℄a;N � 1℄�℄b;N ℄ tels que det(��!PaPb;��!PbP
) 6= 0, re
her
her!(a;b;
) le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit �a 
es trois points, qui se trouve �a l'interse
tion desm�ediatri
es, et le rayon r(a;b;
) = maxfdist(!(a;b;
);Pi) = i 2 [0;N ℄g. Le disque d'aireminimale englobant le nuage sera donn�e par R = minfr(a;b;
)g et 
 le 
entre asso
i�e.Questions en suspens:� La propri�et�e 3 se montre par r�e
urren
e pour Rn? Elle s'�enon
e: Si une boule ferm�eede rayon minimal 
ontient un nuage �ni de points alors au moins n points du nuage sontsur la fronti�ere de la boule.� L'algorithme 
ontiendra davantage d'�etapes pour Rn . Il faudra �etudier le 
as d'une boule
ontenant exa
tement 2 points, puis 3 points non align�es, puis 4 points non 
oplanaires,..., puis n+ 1 points n'appartenant pas �a un sous espa
e de dimension n� 1?� L'algorithme est lent, 
ar les instru
tions les plus imbriqu�ees sont ex�e
ut�ees environ N4fois. Pour a

�el�erer on peut 
her
her les sommets de l'enveloppe 
onvexe du nuage etmontrer qu'eux seuls peuvent être sur la fronti�ere du disque d'aire minimale.� Si on appelle A et B les points les plus �eloign�es du nuage, on pourrait vouloir gagner dutemps en prenant le 
er
le de 
entre O = milieu[AB℄ et de rayon r = maxfdist(O;Pi) = i 2[0;N ℄g. Mais ave
 l'exemple de la remarque de la propri�et�e 2 le rapport des aires vautr2 � R2 = 182 � 162 ' 1; 27. En rappro
hant A et B des points D et E on peut mêmeaugmenter 
e rapport vers 1; 52 = 2; 25. L'approximation peut don
 être tr�es mauvaise.� De mani�ere plus g�en�erale, on pourrait 
her
her l'ellipse d'aire minimale englobant unnuage de points (la proje
tion en perspe
tive d'un 
er
le est parfois une ellipse).3



Programme C:/* disque.
 - Alain Brobe
ker *//* Re
her
he le disque d'aire minimale englobant un nuage de points */#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <math.h>int main() fint i,j,k,l,a,b,TousLesPointsDansLeCer
le;
oat d2,d2max,x0min,y0min,r2min,det,x0,y0,temp;int n=5;
oat x[n℄=f0.0 , 1.8, 2.4, 2.4, 1.8 g;
oat y[n℄=f1.5 , 3.0, 2.9, 0.1, 0.0 g;/* Re
her
he les points A et B �etant �a une distan
e max */a=0; b=0;d2max=0;for(i=0;i<n-1;i++) ffor(j=i+1;j<n;j++) fd2=(x[i℄-x[j℄)*(x[i℄-x[j℄)+(y[i℄-y[j℄)*(y[i℄-y[j℄);if(d2>d2max) fa=i; b=j;d2max=d2;ggg/* Le disque de diam�etre [AB℄ est-il minimal? */x0min=(x[a℄+x[b℄)/2; y0min=(y[a℄+y[b℄)/2;r2min=d2max/4;TousLesPointsDansLeCer
le=1;i=0;while((i<n) && (TousLesPointsDansLeCer
le==1)) fd2=(x[i℄-x0min)*(x[i℄-x0min)+(y[i℄-y0min)*(y[i℄-y0min);if(d2>r2min) f TousLesPointsDansLeCer
le=0; gi++;g/* Sinon on re
her
he, pour 
haque triplet de points, le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit et on regardele rayon qu'il faudra prendre pour englober tous les points. Le plus petit sera le disque minimal. */if(TousLesPointsDansLeCer
le==0) fr2min=d2max; /* on 
ommen
e ave
 rayon = distan
e max, qui diminuera */for(i=0;i<n-2;i++) ffor(j=i+1;j<n-1;j++) ffor(k=j+1;k<n;k++) f/* Les points sont non align�es lorsque det(IJ;IK)!=0 */det=(x[j℄-x[i℄)*(y[k℄-y[i℄)-(x[k℄-x[i℄)*(y[j℄-y[i℄);if(det!=0) f/* Re
her
he les 
oordonn�ees du 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit */temp=(x[k℄-x[i℄)*(x[k℄-x[j℄)+(y[k℄-y[i℄)*(y[k℄-y[j℄);x0=(x[i℄+x[j℄-temp*(y[j℄-y[i℄)/det)/2;y0=(y[i℄+y[j℄+temp*(x[j℄-x[i℄)/det)/2;/* Re
her
he dist max entre 
e 
entre et un point du nuage */d2max=0;for(l=0;l<n;l++) fd2=(x[l℄-x0)*(x[l℄-x0)+(y[l℄-y0)*(y[l℄-y0);if(d2>d2max) f d2max=d2; gg/* Plus petit que rayon min? Alors 
'est le nouveau 
andidat */if(d2max<r2min) fr2min=d2max;x0min=x0;y0min=y0;g /* endif */g /* endif */g /* next k */g /* next j */g /* next i*/g/* I
i on a x0min, y0min et r2min ok */printf("Disque de 
entre (%f,%f) et de rayon %f.",x0min,y0min,sqrt(r2min));exit(0);g 4


